Définition 11

Soit n un élément de N(n € N) , On appelle développement limitée de la fonction f
au voisinage de 0 a l'ordre n, s’il existe :

* un polynome P de dégrée au plus n

¢ une fonction R telle que }Ci_r% R(x) =
Au voisinage de 0 : f(x) = P(x) + R(x)

P(x) est appelé partie principale ou partie réguliéere de f.
R(x) est appelé le reste ou terme complémentaire.

DL,(0) = Développement limité a I'ordre n au voisinage de 0.
) =a+a1x+ax* +---+ apx" + R(x)

* R(x) = x"e(x) ou }Ciil(l)é'(x) =

DL,(0): f(x) = ap+ a1 X+ azx* +--- + a,x" + x"e(x) avec iiir(l)e(x) =

ag, 41, ,a, € R(sont des réels)

Remarque 17

* Pour déterminer le DL, (xy) : on pose X = x— xg
— DL,(0) pour la variable X :  f(x)=ap+ @i X+ @ X+ +a, X" +0(X")

— DL,(xo) pour la variable x :  f(x) = ay+ a1 (x— Xo) + a2 (X — X0)* + -+ + @, (x —
x0)" +0((x = x0)™)
* Pour déterminer le DL, (co) : On pose X = %
— DL,(0) pour la variable X :  f(x)=ao+ @i X+ aX>+--+a, X" +0(X")

— DL,(c0) pour la variable x:  f(x)=ap+ alé + ag(%)2 +oeet an(%)" +0((%)”)

6.1 Développement limité de Taylor-Young

QI
DL,(0): f(x) = f(0)+f(0)x+f ©) 772 dhacacas f n( )x "10(x™).
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Déterminons le DL3(0) pour la fonction f(x) = exp(x)

) " 3)
DL3(0): f(x) = f(0) + f (0)x+ ! 2('0) x% + ! 3'(0) ¥ +00(x3)

fx)=exp(x) = f(0)=1
f’(x) = exp(x) :f'(O) =1

f ) =exp) = f (©0)=1
O =expx) = fP0) =1

Exemple 35

: 2 i3 3
Ce qui donne DL3(0):exp(x) =1+ x+ ) + 5 +0(x°)

En procédant de la méme facon, on trouve :
2 .3
X

DI3(0): gx) =In(l+x) = In(l+x) = x~ >+ % +0(%)
X 2 3

DI3(0): h(x) = VIt x= \/1+x:1+5—%+f—6+0(x3).

6.2 Opération sur les développement limités

Soit f et g deux fonctions admettant des développements limités d’ordre n au voi-
sinage de 0 de parties régulieres respectives P et Q.

f(x)=Px)+0(x")

g(x) = Q(x) +0(x™)

6.2.1 Combinaison

La combinaison af + fg; a,f € R admet un développement limité d’ordre n au voi-

sinage de 0 de partie réguliere aP + Q

DL, (0) de f(x) =2e*-3In(1+x);
x X3 X3 5

f(x)—2(1+x+?+g)—3[x—?+?)+0(x)
2 2x3 ;

f(x)—2—x+7—?+0(x).

Exemple 36

Remarque 18

Par identification, on retrouve les valeurs de f(0), f'(0), f"(0), f*(0) par la formule

de Taylor-Young :
foy=2 f(0)=2

fo=-1 |-
1 "(0) 5 =>4

f? "2 S =5
fo__2 £'0)=-4
6 3
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6.2.2 Produit

Le produit fg admet un développement limité d’ordre »n au voisinage de 0 de partie

réguliere le produit PQ en ne gardant que les puissances inférieures ou égales a n.

DL3(0)
fx)=e*ln(1+x)
2

~ . ¥ x 5
oo e=1+x+—+—+0(x")

) 2 6

= 2 i3 \

E ln(1+X):x—?+§+0(X)

M 18 8

= f(x):(1+x+?+—)(x—?+?)+0(x3)

x2 3

f(x):x+?+%+0(x3)

6.2.3 Le quotient

Si Q(0) # 0 alors le quotient ! admet un développement limité d’ordre »n au voisi-

nage de 0 de partie réguliéere obtenue par la division suivant les puissances crois-

sante de x a 'ordre n de g (P par Q)

DL0), f(x) e*ln(l1+x)
o 3(0), =——
o v1i+x
) 2,3
- exln(1+x):x+?+?+0(x3)
§ \/1+x—1+1x x2+x3+0(x3)
& 27 8 16

Division suivant les puissances croissantes de x a I'ordre 3 :

6.2.4 Composition

Si f et g admettent des d.l. d’ordre n au voisinage 0 de parties régulieres respec-
tives P et Q et si la valuation de Q est nulle (i.e Q(0) =0) alors fog admet un d.l.
d’ordre n dont la partie réguliére est obtenue en tronquant au degré n le polynéme
PoQ.

DL3(0) d’ordre 3 au voisinage de 0 de f(x) = sh[In(1 + x)]

Exemple 39
.

2.5 Intégration

Si f est dérivable dans un voisinage de 0 et si ' admet un d.1. d’ordre n au voisi-
nage de 0

fl(x)=ap+arx+ azx®+--+ apx" + o(x")
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alors f admet un d.l. d’ordre n+1 au voisinage de 0 obtenu par intégration terme

a terme :

anxn+l + O(xl’l+l).

1 1 1
%) = f0) + agX + = ay X* + = ap x> + -+
f(x) = f(0)+ao 5 i

1
1. d’ordre 5 au voisinage de 0 de f(x) = arctan (1+_x)

I Trouvons d’abord le développement limité a 'ordre 4 de la dérivée f'(x) = [+ 22 :
= DLO  fw=1-2+x'+0x"
g Par intégration on a :
M b T
5
= f(x):f(0)+x—§+g+0(x)orf(O):arctan(l):Z;
DLs(0) f(x)—£+x—x—3+x—5+0(x5)
° T4 3 5 '
6.3 Applications
6.3.1 Calcul des limites
lim ( 1 i) _ e x% - sin(x)
x—0'sin2(x) x%2) x—0 x2.sin%(x)
. x* 4 ) x® 2 4
DLy(0):  sin(x) =x~-2+0(x") = sin"(x) = (X_E) +0(x")
4
sin®(x) = x> - % +0(xh
=
, 1 1. . 2osin?) . 2-(Z-E)rouh | Lioeh
lim (— - =) =lim—————= . —lim3_
x—0"sin?(x) x27 x—0 x2sin?(x) X—0 x2(x2 _ x?) +0(x%) x—0 x4 +0(x?)
. x(3+o)
=lim ————
x—0 x*(1+0(1))
(53+0)
=lim ————
x=0 (1+0(1))
1 1 1
li ——)=-
xl—r»r(l)(sinz(x) xz) 3
In (1 +2x?
* calcul de la limite : lim n(—zx)
x—0 ) X
DL2(0): In(Q+y*)=y- y? +0(y%) avec y* =2x% :on a In(1 +2x%) =2x* —2x* +0(x")
. In(1+2x%) | 2x*-2xt+0(xh)
lim = lim
x—0 x2 x—0 x2
=lim (2 - 2x* +0(x%)
x—0
2
lim In(1 +22x ) -
x—0 X
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———
6.3.2 Tangente

Soit DL,(0): f(x)=ap+aix+apx’+---+a,x"+0(x") ou a, est le premier coefficient
d’ordre p =2 non nul.

La droite (T): y = ag + a, x représente la tangente a Cy en 0.

+ La position relative de cette tangente et de la courbe C; est déterminée par le

signe du monéme a,x”

DL3(0): f(x)=1- %x— sz +0(x%)

o2 . 1
L'équation de la tangente en x=0 (T): y=1- S

La position de (T) et Cy au voisinage de 0 :

. 3
- Signe de —=x°;
@ 4
e,
g X —00 0 +00
M 3
= —ng + 0 -

3
x*Yx<Oona: —Zx3>0:>(cf)/(:r)

3
x*Vx>0ona: —Zx3<0:>(T)/(Cf)

6.3.3 Asymptote oblique

Si f admet un développement limité au voisinage de co de la forme :f(x) =
c

ax+b+ x_’:’ + O(F) alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a

Cr a l'infini (c0). Dans la pratique on pose :

1
t=—quand x —o0; t—0.
X

On cherche DL,(0): ¢ f(%) = a+bt+cpx” +0(xP*)

Exercice d’application 1

six>0
Soit f la fonction définie sur R par { 1~ €
———six<0
In(1-x)

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer un prolongement par continuité en 0 noté g que l'on précisera.
3. Etudier la dérivabilité de g en 0

4. Déterminer DL,(0) de g.
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Exercice d’application 2 |

5. En déduire que g admet une tangente (7) en 0.

6. Etudier la position relative de cette tangent avec la courbe représentative
de g au voisinage de 0.

Solution 8 |

1. Domaine de définition :

Dy={VxeR/(1-¢€*)#0; (1-x)>0etin(1-x) #0}
1-e*#0=>e*#1=>x#0

l1-x>0=>x<1lorx<0
Inl-x)#0=>1-x"o0t=1=>x+#0

Dy =R* =R~ {0}

2. 0€ Df
* Cherchons la limite de 0 :
xll’m< f(X) B xll’r{)l< 1-¢* B xl—’0< —eX =-1
1
lim /(0 = lim L im — =1

—0 0. =1
xX—0< ln(l x) Xx—0< T—x

f(x) sixe Dy
Par conséquent : lim f(x) = -1 donc : g(x) =

*=0 ~1six=0
3. Dérivabilité de gen 0 :

*

— e+ 1
g(x)—g(0) _ i 09

lim
x_’0< X x_’0< X
x+In(-x)
=] m ———
x—0< xIn(l-x)
1
)
lim 89 ~-80 _1
x—0< X 2
%k
lim 82280 _ 4
x—0> X x_’0> X
lim ¥ ~-80 _1
x—’0> X 2
-g(0 0 1
Comme : lim g0 -8 _ lim H =l _ alors g est dérivable en 0.
x—0< X x—0> X 2
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Solution 9 |
4) AL(0)
X X -1
°x>0,g(x)=1_ex= 2 3 = 2

X x X X
I-(1+x+—+—+0x3) 1+=+—+0(x?)
2 6 2 6
x x? )
pour x>0,g8(x)=-1+—-—-—+0(x")

2 12
e x<0
(x) = X _ X _ -1
& T In(l-x) x2 x3  x X
—x+ ==+ 0(x3)  1-Z+=—+0(x?)
2 3 2 3
Pour x<0,2(x) = =1+ >+ 2 4+ 0(x?)
EW= 2 12
X X >
-1+———+4+0x9), x>0
g(x) = 2 122
X X 5
-1+—+—+0(x9),x<0
2 12

5) Tangente de gen 0 :
X
T:y=-1+—
(T):y +2

1
6) - Pour x>0,—Ex2 <0= (N/IEf

1
- Pour x<0,ﬁx2 >0=€f/(T)
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